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Torsion subgroups of elliptic curves in elementary
abelian 2-extensions of $\mathrm{Q}$
(Yasutsugu Fujita)
Mathematical Institute of Tohoku University
1 $\not\in$
$E$ $\mathrm{Q}$ , M\eta ,
$E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ :
$\mathrm{Z}/N\mathrm{Z}$ , $N=1,$ $\ldots,$ $10,12$ ,
$\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2N\mathrm{Z}$, $N=1,2,3,4$.
$F$ $\mathrm{Q}$ 2 , , $F:=\mathrm{Q}(\{\sqrt{m} : m\in \mathrm{Z}\})$ ,
$E/\mathrm{Q}$ $F$ torsion $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ , 31
:
LL ([3, Theorem]) $E$ $\mathrm{Q}$ , F:=Q({ $\sqrt$m; $\in$
$\mathrm{Z}\})$ $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ 31 :
$\mathrm{Z}/2^{a+b}\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2^{a}\mathrm{Z}$ , $a=1,2,3,$ $b=0,1,2,3$,
$\mathrm{Z}/2^{a+b}\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2^{a}\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}$, $a=1,2,3,$ $b=0,1$ ,
$\mathrm{Z}/2^{a}\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2^{a}\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/5\mathrm{Z}$ , $a=1,2,3$ ,
$\mathrm{Z}/2^{a}\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2^{a}\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}$, $a=1,2,3$






1. $E$ $\mathrm{Q}$ , $F:=\mathrm{Q}(\{\sqrt{m};m\in \mathrm{Z}\})$ .
$E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ 20 :
$\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2N\mathrm{Z}$ , $N=1,2,3,4,5,6,8$,
$\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4N\mathrm{Z}$ , $N=1,2,3,4$,
$\mathrm{Z}/2N\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2N\mathrm{Z}$ , $N=3,4$
$\{O\},$ $\mathrm{Z}/3\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/3\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/3\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/5\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/7\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/9\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/15\mathrm{Z}$ .
$E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ $\mathrm{Q}$ $E$ .
. $F:=\mathrm{Q}(\{\sqrt{m};m\in \mathrm{Z}\})$ ;
$\mathcal{O}_{F}:F$ ;
$E^{D}:E$ $D$-quadratic twist ( $D$ :square-free ).
$A$ , $p$ ,
$A_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}:A$ torsion ,
$A_{(p)}$ : $A_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ $p$ - ,
$A_{(2’)}$ : $A_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$
2\llcorner ‘{{{
$E$ $\mathrm{Q}$ . $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ , torsion
$E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ .
2.1. [1, Theorem 1] $E$
$E$ : $y^{2}=x(x+M)(x+N)$ , $M,$ $N\in \mathrm{Z},$ $M>N$ ,
$\mathrm{Q}$ . $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(M, N)$ square-ffee 1
. $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ :
(a) $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$.
(b) $E(\mathrm{Q})\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/6\mathrm{Z}$ , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$.
(c) $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ $\mathrm{Z}/8\mathrm{Z}\oplus$
$\mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ . , $M,$ $N$ squares . , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$
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$\simeq \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ , $M-N$ square (
$E^{-1}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ ) .
(d) $E(\mathrm{Q})\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ , $E(F)\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}\simeq \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ ,
$\mathrm{Z}/8\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$ . , E(F)to $\simeq$
$\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ , square-free $D$
$E^{D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ . , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$
$E^{D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\not\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\prime x\text{ }D\#_{\sim}\sim*\}\backslash 1,\text{ }E^{D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}(E^{D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$
$E^{-D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}})$ type(s) .
2.1 , 3 .
2.2. ([2, Theorem 42, p. 85]) $k$ 2, 3 , $E$
$E$ : $y^{2}=x(x+\alpha)(x+\beta)$ , $\alpha,\beta\in k$ ,
$k$ . , $P=(x, y)\in E(k)$ $E(k)$ 2
, $x,$ $x+\alpha,$ $x+\beta$ $k$ squares
.
2.3. [1, Lemma 31] $R:=\mathrm{Z}[\{\sqrt{m};m\in \mathrm{Z}\}]$ $d$ , $\mathcal{O}_{F}$
$a$ $\mathrm{Q}$
$2^{d}$ , $2^{d}a\in R$ .
24. [1, Lemma 32] $\mathcal{O}_{F}$ $a$ , $l$ , $i$ , $O_{F}$ ,
$l^{i}\sqrt{l}$ $a^{2}$ $\dagger \mathrm{J}$ $\text{ }$ , $l^{i+1}$ $a^{2}$ .
25. $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ , -\rightarrow $F$
$K$ , $E/\mathrm{Q}$ torsion $E(K)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ $M,$ $N$
([1, Section 5]). , $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ “ ” type $E(K)\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}$
$E/^{t}\mathrm{Q}$ $K=\mathrm{Q}(\sqrt{D}1, \ldots, \sqrt{D}n)(n\leq 4)$
$\text{ }$ .
3\llcorner ‘{{{
, 1.1 1 $E(F)\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}$
, 23 2.4 .
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3.1. 0 $D$ , $\sqrt{D\sqrt{-1}}$ $F$ square .
$E(F)\supset \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ $E(\mathrm{Q})\supset \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ , 22 3.1
.
32. $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ , $E(F)\not\supset \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ .
, 4types .
3.3. $E$ $\mathrm{Q}$ , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$
:
$\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/32\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/24\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/12\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/20\mathrm{Z}$ .
, , 2 $\mathrm{Q}$-isogeny $E(\mathrm{Q})\supset \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$
.
3.4. $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ , $E(F)\supset \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ ,
$E^{D}(\mathrm{Q})\supset \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ $D$ (square-free 1)
$\text{ }$ .
, E(F)to $\simeq \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$ , 3.4 $E(\mathrm{Q})$
4 $P$ . $E’:=E/\langle[2]P\rangle$ ,
$E’(\mathrm{Q})\supset \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$
$\mathrm{B}^{\mathrm{a}\text{ }}$ $E’(F)\supset \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}$
, 2.1 . $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\not\simeq \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$ .
4 1
[3] ,
$\mathrm{Z}/5\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/7\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/9\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/15\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/3\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/3\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/6\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/6\mathrm{Z}$
type $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ $E/\mathrm{Q}$ .
, $E_{1}$ : $y^{2}+y=x^{3}+x^{2}$ ( 43) $E_{1}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\{O\}$ ,
, $\mathrm{Q}$-isogeny $\mathrm{Q}$ – $E_{1}(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\{O\}$
, E3: $y^{2}=x^{3}-4$ $E_{3}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}$ , ,
square-ffee $D$ $E_{3}^{D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\{O\}$ $E_{3}(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}$
. .
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41. $E$ $\mathrm{Q}$ , $D_{1},$ $\ldots,$ $D_{m}$
(square-free 1) :
$E(F)_{(2’)}\simeq E^{D_{1}}(\mathrm{Q})_{(2)},\oplus\cdots\oplus E^{D_{m}}(\mathrm{Q})_{(2’)}$ .
, $E^{D_{i}}$ (Q)(2 $E(F)_{(2’)}$ $\mathrm{Q}$ .
21 ,
$\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/8\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$
type $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ $E/\mathrm{Q}$ .
,
$\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/10\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/6\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$ ,
$\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z},$ $\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$
, $E/\mathrm{Q}$ .
(i) $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/10\mathrm{Z}$. $E/\mathrm{Q}$ $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/10\mathrm{Z}$
, 1J 32, 33 $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/10\mathrm{Z}$ .
(ii) $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/6\mathrm{Z}$ . $E$ : $y^{2}=x^{3}+1$ , $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\langle(2,3)\rangle\simeq$
$\mathrm{Z}/6\mathrm{Z}$ , square-free $D$ $E^{D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$
, 3.4 $E(F)(2)\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ , 4.1 , $E(F)(2’)\simeq \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}$
. : $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/6\mathrm{Z}$ .
, ( 22 ).
42. $E$
$E$ : $y^{2}=x(x+a+b\sqrt{c})(x+a-b\sqrt{c})$ , $a,$ $b\in \mathrm{Z},$ $c$ : square-free ,
$\mathrm{Q}$ , $Q_{1}:=(-a-b\sqrt{c}, 0),$ $R_{1}:=(-a+b\sqrt{c}, 0)$
, $Q_{1}\in 2E(F)$ ( $R_{1}\in 2E(F)$ ) $c=-1$
$\text{ }$ .
(iii) $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$ . $E$ : $y^{2}=x(x^{2}+1177x+50186)$
, $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\langle(0,0)\rangle\simeq \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$ . $f(x):=x^{2}+1177x+50186$
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, $f(x)$ 1184585 square-free part -1 , 42
$E(F)\not\supset \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ . , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/12\mathrm{Z}$ .
(iv) $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ . $E$ : $y^{2}=x(x^{2}-2)$ , $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$
, square-ffee $D$ $E^{D}(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ .
, 3.4 4.1 $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}$ .
(v) $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ . $E$ : $y^{2}=x(x-1+2\sqrt{-2})(x-1-2\sqrt{-2})$ ,
$E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\langle P_{2}\rangle\simeq \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}(P_{2}:=(3,6))$ , 42 $Q_{1}:=(1-2\sqrt{-2},0)\not\in$
$2E(F)$ , $E(F)\not\supset \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ . $1+\sqrt{-2}$ $F$ square
, 22 $P_{2}\not\in 2E(F)$ . $P_{2}+Q_{1}\not\in 2E(F)$
, $E(F)\not\supset \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ . , $E(F)(2)\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ .
square-free $D$ $E^{D}(\mathrm{Q})\not\supset \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}$ , [4] Theorem
(III) . , 4.1 $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$
.
(vi) $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ . $E$ : $y^{2}=x(x-62+6\sqrt{-7})(x-62-6\sqrt{-7})$
, $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\langle P_{3}$ ) $\simeq \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}(P_{3}=(32,192))$ , 42 $Q_{1}:=$
$(62-6\sqrt{-7},0)\not\in 2E(F)$ , $E(F)\not\supset \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/4\mathrm{Z}$ . $5-\sqrt{-7}$ $F$
square , 22 $P_{3}\not\in 2E(F)$ , $P_{3}+Q_{1}\not\in$
$2E(F)$ , $E(F)\not\supset \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$ . , $E(F)(2)\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$
. , 1.1 $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ .
(vii) $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$ . $E$ : $y^{2}=x(x^{2}-47x+16^{3})$ , $E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=$
$\langle(16^{2},15\cdot 16^{2})\rangle\simeq \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ . $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$
:
$E(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}=\langle P\rangle\simeq \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ , $E’:=E/\langle[4]P\rangle$ $E’(\mathrm{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq$
$\mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/8\mathrm{Z}$ , $E(F)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}\simeq \mathrm{Z}/2\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}/16\mathrm{Z}$ .
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